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Introduction aux hypertopologies

Bien-Aimé Kiakisolako*

Résumé

Cet article présente les hypertopologies. Généralement, on sait comment construire une
topologie sur un ensemble X & partir d'une semi-métrique, d’une uniformité, d’une
base ou d’une sous-base donnée sur cet ensemble. Cependant, il est quelque peu plus
fastidieux de construire une hypertopologie, i.e. une topologie sur la famille des parties
fermées non vides de X telle que 'application h : & — {x} est un homéomorphisme
de X sur son image. En outre, peu de travaux en mathématiques s’intéressent aux
hypertopologies malgré leur lien avec les espaces des fonctions. Ce papier propose de
combler tant soit peu ce creux en s’attelant sur la caractérisation des hypertopologies
de Hausdorff et de Vietoris.

Mots-clés : Hypertopologie, hyperespace, Vietoris, Hausdorff.

Abstract

In this paper, we introduce hyperspace topologies. It is common knowlegde how to
generate a topology on a set X from a semimetric, a uniformity, a base or a subbase.
However, it is laborious to build a hyperspace topology, i.e. a topology on the set of
closed and non-empty subsets of X such that the map h: z +— {z} is a homeomor-
phism of X onto its image. Besides, few published works talk about hypertopologies
despite of their connections with function spaces. This paper aims to fill this empha-
sizing emphasizing Hausdorff and Vietoris hypertopologies.

Keywords: Hypertopology, hyperspace, Vietoris, Hausdorff.
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1 Introduction

Nous supposons connues les notions préliminaires de la topologie générale comme
la continuité, les homéomorphismes, la topologie induite, les axiomes de séparation
(accessibilité), les applications lipschitziennes.

Etant donné un espace topologique (X, 7) et A C X, on sait construire une topo-
logie 74 sur A, appelée topologie induite sur A par 7 et qui a un lien étroit avec la
topologie 7.

L’idée ici est de faire “I'inverse”, i.e. & partir d'un espace topologique (X, 7) donné
construire des topologies sur un ensemble contenant X et qui vérifient certaines pro-
priétés relatives a la topologie 7.

Si (X, 7) est un espace topologique acccessible, notons Fe, (X)) ={AC X : ) # A
est T-fermé}, 'ensemble des 7-fermés non vides de X.

2 Définition

Une topologie ¢ sur Fe,(X) est une hypertopologie si I'application h : X ——
{{z} : v € X},  — {z} est un homéomorphisme de X sur {{z} : z € X} = H
pour T et ¢, = topologie induite sur H par ¢.

Dans ce cas,un sous ensemble de Fe.(X) muni d’'une hypertopologie ¢ est appelé
hyperespace de X (7).

3 Pourquoi étudier les hypertopologies ?

Sachant que les hypertopologies ont un lien de compatibilité avec la topologie de
départ, leur étude nous permettra de :

— Déterminer les propriétés qu’elles héritent de la topologie de départ ;

— Déterminer les invariants topologiques ;

— Trouver les liens qui existent entre les différents hyperespaces d’un méme
ensemble.



4 Exemples

Cette section présente deux hypertopologies célebres, une engendrée par une mé-
trique et I'autre par une topologie.

4.1 L’hypertopologie de Hausdorff

L’hypertopologie de Hausdorff est engendrée par une métrique H, dite métrique
de Hausdorff.

4.1.1 La métrique de Hausdorff venant d’une semi-métrique bornée

Soit d une semi-métrique bornée sur un ensemble non vide X et A, B € Fe,, avec
T4 la topologie engendrée par d.
Si on définit Hy(A, B) par :
Hy(A, B) = max{sup,c 4 d(a, B),sup,cp d(b, A)} alors H, est une métrique sur Fe,,

Preuve
1. VA, B € Fe,,(X),0 < Hy(A,B) e R

En effet, d étant bornée 3 réel t > 0 tel que Vo € X, 0 < d(z,y) <t
Si AB € Fe,,(X) alors :

— A#£D=3Fwe A
Alors :

be Be Fe,(X)= 0<dbA) = inf{db,z) : z € A} < d(b,w) < t
=0<dbA) <tVbeB
= () # {d(b, A) : b € B} est majoré par t dans R
= 0 <sup{d(b,A):be B} eR
— B#0=3veB
Alors,
ac A€ Fe (X)=0<d(a,B)=inf{d(a,y) : y € B} <d(a,v) <t
= 0<d(a,v) <tVae A
= 0 # {d(a,v) : a € A} est par t dans R
= 0 <sup{d(a,v) :a € A} €R



Ainsi, on a :
0 < max{sup,c4 d(a, B),sup,c5(b,A)} € R.

D’ou Hy Fe,,(X) x Fe.,(X)— R avec 0 < Hy(A, B)

2. Hy(B,B) =0VYB € Fe, (X).
Soit b € B.
beB= d(b,B)=0
— {d(b,B) : b€ B} = {0}
= sup{d(b, B) : b € B} =sup{0} =0
= Hy(B, B) = max{supycp d(b, B),sup,c5 d(b, B)} = max{0,0} =0
Dot = Hy(B, B) = 0B € Fe, (X).

3. Hy(A,B) = Hy(B,A) VA, B € Fe, (X)
En effet,
Hy(A,B) = max{sup,c4d(a, B),sup,cpd(b, A)}
= max{sup,cp d(b, A),sup,c 4 d(a, B)}
= Hy(B,A).
4. Hy(A,C) < Hy(A,B) + Hy(B,C) VA, B,C € Fe, (X)
(a) Siae€ A, be B, ce C, avec d une semi-métrique, on a :

d(a,c) < d(a,b) + d(b,c)

)

ic d(a, b) < max{sup,A(p, B), sup,c(a, A)} = Hy(A, B
B,C)

et d<b’ C) < max{supqu(q, O)) SuprEC'(Ta B)} = Hd( )
= d(a,b) + d(b,c) < Hq(A, B) + Hyq(B, C)

= d(a,c) < d(a,b) +d(b,c) < Hy(A,B) + Hy(B,C)
= d(a,¢) < Hy(A, B) + Hy(B,C)

(b) En raisonnant de la méme fagon, on a aussi d(c,a) < Hq(A, B)+ Hq(B,C)
4b = sup{d(c,a) : c € C} < Hy(A, B) + Hy(B,C) et 4a = sup{d(a,c) :
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a € A} < Hy(A, B) + Hy(B,C)
= max{sup,ec4 d(a,C),sup,cod(c,A)} < Hy(A, B) + Hy(B,C)
— Hy(A,C) < Hy(A, B) + Hy(B,C)

5. H(A,B)=0= A=DB

Soient A, B € Fe,, (X)

(a) 0 < sup,ecyd(a, B) < max{sup,c, d(a, B),supycpd(b, A) = Hy(A,B) = 0
= sup,c4 d(a, B) = 0
Soit = € A,
d(z,B) <sup,csd(a,b) =0=d(z,B) =0
=1r€B=8B
=x € B,ie. ACB

(b) Avec un raisonnement analogue, on trouve que B C A.
Dou A=1B

4.1.2 La métrique de Hausdorff venant d’une semi-métrique

Si d est une semi-métrique pas nécessairement bornée sur X # (). La fonction

_ d=my) C g b ’ X . dre 1 A -

p(r,y) = = ey €St une semi-métrique bornée sur X qui engendre la méme topo
logie que d, i.e. 74 = 7.

En effet, Vz,y € X, 0 < p(z,y) < 11(;(5)?/) <1.

Dans ce cas, on construit la métrique Hy avec la semi-métrique bornée ¢ comme
dans 4.1.1. La métrique H, ainsi définie est appelée métrique de Hausdorff et il en-
gendre sur e, x) une topologie 7.

L’espace métrisable (Fer,, 7, ) étant accessible, Vo € X, {z} est fermé.

T, est une hypertopologie

1. Sid est une semi-métrique bornée sur X, H;(A, B) = max{sup,c4 d(a, B),sup,cp d(b, A)}

2. Si d n’est pas bornée, prendre p = #‘ld qui est une semi-métrique bornée telle
que 74 = Ty, i.e. Fer,(X) = Fe,, (X)

Soit h: (X,d) — (Fe,,(X), Hq),x — {z}.



Siz,y € X, Hy(h(x),h(y)) = Ha({z}, {y}) = max{sup,c4 d(a, {y}), supyep d(b, {z})} =
max{sup d(z,y),supd(x,y)} = max{d(z,y),d(z,y)} = d(z,y)

= Hy(h(x),h(y)) = d(z,y) Vz,y € X, i.e. h est une isométrie pour d et H,.
= h est continue sur X pour 74 et 7, .

De méme A~ : h[X] = {{z} : z € X} — X est une isométrie sur h(X) pour
Ty, € Ta.

= h est un homéomorphisme de X sur h[X]

D’ou T,, est une hypertopologie.

4.2 L’hypertopologie de Vietoris

Soit (X,7) un espace topologique avec X # (et Vn € N V},V5,....V, des 7-
ouverts de X.
On pose :
— WV, Va,..., Vo] = {A€ Fe (X): ACULV; et ANV, #0Vi=1,2,...,n}
— o ={[WV,Va,..., Vo] : neN} C p(Fe (X))
— 1 =7)={U&:EC I}
Alors 7, est une hypertopologie appelée hypertopologie de Vietoris (?7?).

Preuve
1. 7, est une topologie surFe,(X)

(a) Montrons que &/ est une base de 7,.

— [X] € o car X € T or [X] = Fe,(X) car :
i) [X] C Fe,(X) par définition
i) MCFe(X)=0#A#MeXet MNX#0=M e [X].
On a donc Fe,(X) = [X] € A. D'ou Fe,(X) C A

— Clairement o/ C p(Fe (X)), ona: |Jo C Fe,(X)

Ce qui montre que | &/ = Fe,(X)
(b) Soient AB €./ et D e ANB.
— D e A = dn € N3 des 7-ouverts Vi, Va,...,V, tels que D € A =
Vi, Vo, ..., Vi] cest-a-dire D C U, V; et Vi € {1,...,n}, DNV; # 0.
— D € B = dm € Nd des 7-ouverts Wy, Wy, ..., W, tels que D €
B = [Wy,Wsy, ..., W,] cest-a-dire D C U™, W, et Vi € {1,...,m},

6



DNW; # 0.

Posons F = [VinU", Wi, VanUi~, Wi, ..., VU, Wa, WinUr, Vi, Wan
U Vis. ... Wi, N Ui, Vi], clairement F' € o

Pour G € F on a :

G € Fe.(X) tel que

G C ((Vlﬂug1m)u(V2ﬂUZilVVi)»---,U(VnQUZ1VVi)a(W1m
U?:l Vi), WanlU;—y nVi), - o s WUy nVi)) et Vk GQ(VkOU?;l W) #
0,GN(WenU_, Vi) £ 0

= G C U VinUZ, W, et Vk 3j tel que GNV,NW; # 0 et
GNW,NV;#0

=>GCclUL, VietGC UL, Wi et VEGNV, #0, GNWj, # 0
=GclJ VietVk, GNVy £0, G C UL, W; et Yk, GNW,, # 0
=GeAetGEB

=GeANB

Dou FC AN B.

Il reste & montrer que D € F.

DeAnB=DcU., VietVi, DNV, # 0, D C J~, W, et Vi,
DNW; #0

=D c UL VinUZ, Wi

On a :

Yk, DO (WU, Vo) = (DNW) 1 (D AU, V)

= (DNWy)ND,carD C J_, V;

=DNW, #0

Clest-a-dire Vk, DN (W N, Vi) # 0
et
VE,DN (Vi nUZ, W) = (DNnViy)n(DNUL, W)
= (DNVy)ND,car D CJ", W,

= DNV, #0

Clest-a-dire Vk, D N (Vi N U2, Wi) # 0



DouVA,Be VD e ANB,3dF € & telque D € F C AN B ce qui
montre que 7, est une topologie sur Fe,(X) de base 7.

2. 7, est une hypertopologie (?).

Il s’agit de montrer que applicaion h : X — {{z} : x € X}, x — {x} est
un homéomorphisme de X sur {{z} : z € X}.

— L’application h est continue.

Preuve

Soit z € X et H un 7,-voisinage de h(z) = {z}.

Alors il existe G € o tel que {z} € G C H.

G € o = il existe n € N et il existe des 7 ouverts Vi, V5, ..., V, tels que
G=[V,Vo,..., V]

Or{z} e G=[V1,Va,.... Vo] = {a} CUi, Viet Vk, {z} NV, #10
=zeVp,Vke{l,2,...,n}

=z € Vi €T

Et donc h(N;_, Vi) C [V1,Va,..., V,] C H.

D’ou V7,-voisinage H de h(xz) I7-voisinage G = (;_, Vi de x tel que
h(G) C H.

L’application h est donc continue en x pour 7 et 7,.

D’ou h est continue sur X car continue en tout z € X.

— L’application 7! : h(X) = {{z} : 2z € X} — X, {2} — z : est continue
sur h(X) pour 7, et .
Soit {x} € h(X) et G un 7-voisinage de h ' ({z}) = .
Prenons H = [V] avec 0 # V = int.(G), G étant un voisinage de x,
r€int,(G)=V
= [V]={F € Fe,(X) ECV}.
Ainsi, {z} € Fe,(X) avec {z} CV =int,(H) C H.
= H est un 7,-voisinage de {x}.
D’ott Vr-voisinage G de h™'({z}) = 23 un 7,-voisinage H de {x} tel que
R~ [HNW(X)] C G = h™! est continue en {z} pour 7, 7.
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Enfin il est évident que h : X — {{z} : © € X} est une bijection d’inverse
h~! définie ci-haut.

h est donc un homéomorphisme sur X et par conséquent 7, est une hyper-
topologie.

4.2.1 Propriétés générales

(a)

Propriété 1
Soit (X,7) un espace topologique et 7, une hypertopologie.
SiU €1 alors {A € Fe, (X) ACU} €7,

Démonstration

Soit B € {A € Fe,(X): ACU}.
Be{AeFe (X):ACU}=0#Be€Fe, (X)et BCU,ie BNU # 0.

Prenons [Ul= {A € Fe,(X) ACU et ANU # 0} € & = base de 7, on
a:
Be[U] = {A€Fe (X) AcUet ANU # 0}

C {A€Fe (X):ACU}

Dou3[U] € & tel que Be U C{A€ Fe.(X): ACU}

Et donc {A € Fe.(X) : A C U} est un 7,-voisinage de B, VB € {A €
Fe . (X): AcCU}

={AcFe (X):ACU} er,

Propriété 2

Soit (X,7) un espace topologique et 7, une hypertopologie.

SiV eralors {A€ Fe (X) ACV} est un 7,-fermé.

Démonstration

Notons & = {A € Fe,(X) ACV}.
Considérons 2 = C?T (X)

=

D —{A€Fe (X) ALV} = {A€ Fe,(X) ACCY)

Montrons que Z € T,
Soit B € 9.
B€ 9= Dec Fe,(X)et DCCE, cest-a-dire D NECE # 0.
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Prenons [(¥] = {A € Fe, (X) ACCY et ANCY # 0} € & = base de 7,
=Becl¥ca

Cest-a-dire 3 [C¥] € o tel que B € [C¥] € 2

= 2 est un 7,-voisinage de B, VB € &

=9€T,

D’ou & = EgeT(X) est 7,-fermé.

5 Conclusion

Dans ce papier, nous avons présenté les notions de base des hypertopologies, en
accordant une attention particuliere aux hypertopologies engendrées par une topo-
logie ou par une métrique. Il sied toutefois de signaler que la définition que nous
avons donnée est générale, donc vérifiée par toutes les hypertopologies quelles que
soient leurs origines. Dans le futur, nous envisageons examiner les applications de ces
notions des mathématiques pures.
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